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ΘΕΜΑ 1.

(1) Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι

−→α × (
−→
β ×−→γ ) = (−→α ×

−→
β )×−→γ .

Ποια είναι η σχέση (γεωµετρικά) που συνδέει τα παραπάνω διανύσµατα;

(0.5 µονάδες)

(2) Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι αποτελούν µία ϐάση

τουR3
. Να αποδείξετε ότι τα διανύσµατα

−→α×
−→
β ,
−→
β ×−→γ ,−→γ ×−→α είναι γραµµικώς ανεξάρτητα

και να συµπεράνετε ότι αποτελούν µία νέα ϐάση του διανυσµατικού χώρου R3
.

(0.8 µονάδες)

(3) ΄Εστω τυχόν τρίγωνο ABΓ και ϑεωρούµε τη διάµεσο B∆ αυτού. Θεωρούµε την ευθεία που

διέρχεται από την κορυφή A του τριγώνου, το µέσο E της διαµέσου B∆ και τέµνει την

πλευρά BΓ στο σηµείο Z. Να αποδείξετε διανυσµατικά ότι :

−→
ZΓ = 2

−−→
BZ και

−→
AE = 3

−→
EZ.

(0.7 µονάδες)

ΘΕΜΑ 2.

∆ίνονται τα σηµεία A(1,−1, 2), B(0, 2, 2),Γ(−1, 1, 0),∆(1, λ, 1) ∈ R3
, όπου λ ∈ R.

(1) Να προσδιοριστεί η τιµή της παραµέτρου λ ∈ R έτσι ώστε τα σηµεία A,B,Γ,∆ να είναι

συνεπίπεδα. Στη συνέχεια να προσδιορίσετε ένα κάθετο και ένα παράλληλο επίπεδο ως

προς το επίπεδο που ορίζουν τα σηµεία A,B,Γ,∆.

(0.7 µονάδες)

(2) ΄Εστω Π το τετράπλευρο ABΓ∆ και έστω ϕ(Π) το τετράπλευρο A′B′Γ′∆′ όπου A′, B′,Γ′,∆′,
οι εικόνες τωνA,B,Γ,∆, µέσω ενός γεωµετρικού µετασχηµατισµού ϕ τουR3

. Να προσδιορι-

στούν όλοι οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί του R3
µέσω των οποίων διατηρείται αναλλοίωτο

το εµβαδό του τετραπλεύρου ABΓ∆.

Αν ϕ µετασχηµατισµός του R3
ο οποίος παριστάνει στροφή περί τον άξονα Oz κατά γωνία

θ =
2π

3
, να υπολογιστεί το εµβαδό του τετραπλεύρου ϕ(Π).

(1.3 µονάδες)

ΘΕΜΑ 3.

Θεωρούµε την ευθεία

(ε1) :
x− 1

α
=
y

2
=
z + 1

−1
, α ∈ R∗

για την οποία γνωρίζουµε ότι είναι παράλληλη προς το επίπεδο (π) : −x+ y + z − 1 = 0.
Επιπλέον, ϑεωρούµε ευθεία (ε2) για την οποία γνωρίζουµε, ότι διέρχεται από το σηµείο A(0, 1, 1)
και είναι παράλληλη προς την ευθεία (ε) : {−x+ 2y − z − 2 = 0, x+ 2y − 2z − 2 = 0}.

(1) Να προσδιοριστούν ο πραγµατικός αριθµός α ∈ R∗ και η ευθεία (ε2).

(0.5 µονάδες)

(2) Να προσδιορίσετε τη γωνία που σχηµατίζει η ευθεία (ε1) µε το επίπεδο (π∗) : 4x+ 2y+ 2z−
1 = 0 και την απόσταση του σηµείου A(1, 1, 2) από την ευθεία (ε1).

(0.7 µονάδες)



2

(3) Να αποδειχθεί ότι οι ευθείες (ε1), (ε2) είναι ασύµβατες και στη συνέχεια να ϐρεθεί η κοινή

κάθετος των δύο αυτών ευθειών.

(1.3 µονάδες)

ΘΕΜΑ 4.

(1) Να προσδιορίσετε τη σφαίρα (Σ1) για την οποία γνωρίζουµε ότι είναι οµόκεντρη της σφαίρας

x2 + y2 + z2 − 2y − 4z − 125 = 0 και εφάπτεται του επιπέδου 3x+ 4y + 26 = 0.
Στη συνέχεια, να προσδιορίσετε τη σφαίρα (Σ2) για την οποία γνωρίζουµε ότι έχει κέντρο το

σηµείο K2(2, 1, 0) και τέµνει το επίπεδο (π) : −x+ y− 1 = 0 κατά κύκλο ακτίνας ρ =
√

23.

(0.7 µονάδες)

(2) Να προσδιορίσετε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων τοµής των σφαιρών (Σ1) και (Σ2).

(1.3 µονάδες)

ΘΕΜΑ 5.

(1) Να αναγνωρίσετε το είδος της επιφάνειας του R3
σε κάθε µία από τις παρακάτω εξισώσεις :

α) 8x2 + z2 − 2 = 0.
β) −x2 − 2y2 − z2 − 4 = 4z.
γ) −x2 + 4y2 − z2 + 8 = 0. Επιπλέον, να προσδιοριστεί η τοµή της παραπάνω επιφάνειας

µε το επίπεδο x = κ, κ ∈ R.

δ) −y2 − 2z2 + 4y − 4z + x − 8 = 0. Επιπλέον, να προσδιοριστεί η τοµή της παραπάνω

επιφάνειας µε το επίπεδο y = λ, λ ∈ R.

Στις περιπτώσεις γ, δ, να σχεδιάσετε προσεγγιστικά τα γραφήµατα των επιφανειών.

(1 µονάδα)

(2) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q : R3 −→ R, που ορίζεται από τη σχέση

q(x, y, z) = 2x2 + 2xz + y2 + 2z2, ∀(x, y, z) ∈ R3,

στους κύριους άξονες, τους οποίους και να προσδιορίσετε.

Στη συνέχεια, να προσδιορίσετε το είδος της επιφάνειας που δίνεται από τη σχέση:

2x2 + 2xz + y2 + 2z2 − 3y + 2x− 2z +
1

4
= 0.

Προσδιορίζοντας τις συντεταγµένες του κέντρου της παραπάνω επιφάνειας στο ορθοκανονικό

σύστηµα αξόνων Oxyz, να τη σχεδιάσετε προσεγγιστικά.

(1.5 µονάδες)

Καλή επιτυχία !!!


